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GAの交叉を応用した大自由度カーネル関数： 
k-近傍交叉カーネル 

α-混合を用いた 
バギング 

パレート解集合の 
数値的滑層分割 

解の網羅しやすさに基づく多目的最適化問題の分類： 
単純な問題 

解の網羅性を考慮した多数目的最適化手法： 
Adaptive Weighted Aggregation (AWA) 

多目的GA： 
FS-MOGA 

多目的最適化 機械学習 進化計算 位相幾何 
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発表の概要 
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多目的最適化問題の単純性の推定における，複体構築手法の提案と検証 
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多目的最適化問題の単純性の推定における，複体構築手法の提案と検証 

本研究のテーマ 
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発表の流れ 

1. 背景１：なぜ『単純な問題』を考えるのか？ 

パレート解を網羅的に求めるには，その形を把握することが重要 

パレート解集合の形は滑層分割すると把握できる 

単純な問題を解けば滑層分割が求められる 

 

2. 背景２：問題の単純性の推定 

実問題が単純かどうか知るには推定が必要 

推定には位相的データ解析を使う 

解析で使うRips複体の直径をどう決めるかが課題 

 

3. 本研究の貢献 

パーシステント図を用いたRips複体の直径決定法の提案 

検証実験 

考察 
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多目的最適化 

変数空間 目的空間 
x1 

x3 

x2 

f3 

f2 

f１ 

パレート解集合 パレートフロント 

𝒇 

𝑋∗ 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3  

𝒇𝑋∗ 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3  

 多目的最適化問題 
 minimize

𝒙∈𝑋⊆ℝ𝑛
𝒇 𝒙 ≔ 𝑓1 𝒙 , … , 𝑓𝑚 𝒙   

 表記法：目的関数の集合 𝒇 = 𝑓1, … , 𝑓𝑚 ⊇ 𝒈 ⊇ 𝒉 について， 
 

 𝒈-パレート優越: 𝒙 ≺𝒈 𝒚 
def

 ∀𝑓𝑖 ∈ 𝒈, 𝑓𝑖 𝒙 ≤ 𝑓𝑖 𝒚   and  ∃𝑓𝑗 ∈ 𝒈, 𝑓𝑗 𝒙 < 𝑓𝑗 𝒚  

 𝒈-パレート解集合: 𝑋∗ 𝒈 ∶= 𝒙 ∈ 𝑋 | ∀𝒚 ∈ 𝑋, 𝒚 ⊀𝒈 𝒙  

 𝒈-パレートフロント: 𝒈𝑋∗ 𝒈 ∶= 𝒈 𝒙 ∈ ℝ 𝒈  | 𝒙 ∈ 𝑋∗ 𝒈  

 𝒈-パレートフロントの𝒉-面: 𝒈𝑋∗ 𝒉 ∶= 𝒈 𝒙 ∈ ℝ 𝒈  | 𝒙 ∈ 𝑋∗ 𝒉  

評価関数 目的関数 
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原問題 部分問題 
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原問題 部分問題 

𝑋∗ 𝑓1, 𝑓2  

𝒇𝑋∗ 𝑓1, 𝑓2  
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原問題 部分問題 

𝑋∗ 𝑓1  
𝒇𝑋∗ 𝑓1  

10 



  

パレート解集合を網羅的に求めるには? 

様々なパレート解集合に共通する普遍的な構造を知る必要がある 

非線形計画問題のパレート解集合の形状は様々 

[Li 2010] 
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凸計画問題の解は『歪んだ単体』 

Alberto Lovison(伊・パドヴァ大) 

旧所属：ESTECO Research Labs 

多目的設計最適化ツールmodeFRONTIERの開発元 

Operations Researchに大域解析を導入 [Lovison 2014] 
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凸計画問題のパレート解集合はm-1次元単体と微分同相 

そのk-1次元面はk目的部分問題のパレート解集合 

12 

http://www.math.unipd.it/~lovison/
https://www.idaj.co.jp/product/t00001/sub001/020000/


  

多くの実問題は実際にそのような解をもつ 
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工業製品設計において，単体と同相なパレート解集合/フロントが頻出 

[大山 2004] 

※ほか22事例中18例で確認（Optimus適用事例[サイバネット 2014] 2014年8月16日 濱田調べ） 

[渡邊 2005] 
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非凸計画の解も『歪んだ単体』に分割できそう 
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[Lovison 2013] 

単体の境界は 
解の性質が変わる特徴点 

単体は境界で 
張り合わされる 

変数空間の単体は 
目的空間の単体に対応 
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どんな問題の解でも分割可能？ 
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典型的な問題では可能．不可能な問題も摂動すれば可能な問題に変わる 

三角形分割をどう求める？ ➡ 解が『歪んだ単体』となる問題を解けばいい 

[濱田 2016] 
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余談：多目的最適化とトポロジーの関係 

 1950年代：経済学への応用 

アクティビティ分析を多目的線形計画問題として定式化，解の可縮性を議論 

 1970年代：大域解析の適用 

微分トポロジーにより，純粋交換経済の大域的構造を議論 

 1970-80年代：ORへの波及 

経済学における成果を一般の凸計画問題などに拡張 

 1990年代：冬の時代 

経済学とORにおいてトポロジーの研究が下火に 

 2000年代：計算機の発達，応用での実証例 

多目的最適化の産業応用が進み，上記の理論を裏付ける報告が多数 

 2010年代：雪解け 

ORで初の大域解析の応用，EMOで初のTDAの応用が登場 
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あまり知られていないが・・・ 

多目的最適化のトポロジー研究には，半世紀を超える歴史がある 

※詳しくは，[濱田 2015] 1章を参照 
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1950年代：経済学への応用 

 Tjalling C. Koopmans (1910-1985) 

資源の最適配分を多目的線形計画問題として扱うことを提唱 

この業績でノーベル経済学賞を受賞(1975) 

上記研究で解の可縮性を議論 [Koopmans 1951] 

証明はスケッチのみだが，のちに別人が厳密化 
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原点を除いたパレートフロントは（連続写像で）1点に縮められる 
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1970年代：大域解析の適用 

 Stephen Smale (1930-) 

高次元Poincare予想解決でフィールズ賞受賞(1966) 

純粋交換経済の大域解析 [Smale 1973, 1974a-d, 1976] 

上記で駆使したモース理論をベクトル値に拡張 

非凸計画問題のパレート臨界点集合の滑層分割を議論 
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パレート臨界点集合は角付きm-1次元多様体， 
言い換えれば，滑層分割集合となる． 

(stratification) 
[Smale 1973] 
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1970-80年代：ORへの波及 

一般的な凸計画問題などのトポロジーが考察対象に 

 Koopmans流のアプローチを発展 

パレート解集合/フロントの閉性，連結性，可縮性を議論 

Dinh The Luc (1952-)が成果を教科書にまとめる 
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線形，凸，準凸計画問題の 
パレート解集合/フロントの閉性，連結性，可縮性 

[Luc 1989] 
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1990年代：冬の時代 ※本スライドは濱田の個人的見解です 

 経済学とORにおいてトポロジーの研究が下火に 
 

 Koopmans流のアプローチは… 
 凸計画までの範囲では，それほど興味深い位相構造は生じなかった 

•問題が凸ならばパレート解集合が閉・連結・可縮なのは直感通り 

•それを超えるような意外な結果や有用な結果は得られなかった 

 凸で培われた結果や解析技術は，より広いクラスには拡張が難しかった 
•わずかな拡張のために問題クラスがどんどん複雑化していった 

•辞書式準凸，弧状錐準凸，etc. 

 そのため，やることがなくなったと思われた 

 

 Smale流のアプローチは… 
 非凸計画への有望なアプローチだったにもかかわらず，イマイチ流行らなかった 

•難解なためフォロワーが生まれにくかった？ 

 計算機性能が追い付かなかった 
•当時は凸計画問題のパレート解を1点求めるだけでもやっとのこと 

•現代のようなパレート解の網羅的探索は考えられなかった 

•そのため，解の大域的性質がわかったところで実用性がなかった 

Copyright 2016 FUJITSU LABORATORIES LTD. 20 



  

2000年代：計算機の発達，応用での実証例 
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工業製品設計において，単体と同相なパレート解集合/フロントが頻出 

[大山 2004] 

※ほか22事例中18例で確認（Optimus適用事例[サイバネット 2014] 2014年8月16日 濱田調べ） 

[渡邊 2005] 
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2014年：ORで初の大域解析の応用 

Alberto Lovison 

旧所属：ESTECO Research Labs 

多目的設計最適化ツールmodeFRONTIERの開発元 

ORにSmale流アプローチを導入 [Lovison 2014] 
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凸計画問題のパレート解集合はm-1次元単体と微分同相 

そのk-1次元面はk目的部分問題のパレート解集合 

22 

http://www.math.unipd.it/~lovison/
https://www.idaj.co.jp/product/t00001/sub001/020000/


  

[Lovison 2014] の主結果抜粋 

Copyright 2016 FUJITSU LABORATORIES LTD. 

パレート解集合の滑層分割は多項不等式で表せる． 
その式はパレート最適性の代数的な必要十分条件から得られる． 

パレート解集合は典型的には，Whitney滑層分割集合となる． 
そうなっていない場合には，目的関数をわずかに摂動すればそうできる． 
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なぜ滑層分割が大事か？ 

 多目的設計探査 [Obayashi 2005] ⇨ 設計情報学 [Chiba 2009] 

 多目的進化計算で求めた近似解集合からデータマイニングで設計情報を抽出 

 

 

 

 

 重要な試みだが，技術的課題多し 

 クラスタの分け方は正しい？ 

•分類結果がアルゴリズム依存で，設計空間の本質的な情報を抽出できたと言える？ 

 多数目的でもうまくいく？ 

•目的数が多いほど2次元への射影による情報損失が大きくなるのでは？ 

 滑層分割を使えば，これらの課題を一挙に解決できる！！ 

 滑層分割は設計空間の内在的構造のみで決まり，外的要因に左右されない 

 各滑層の代表点とその隣接関係を可視化すれば，多数目的でも情報を損なわない 
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SOM 

[渡邊 2015] 
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実問題の滑層分割は計算できるか？ 

設計問題では，厳密計算はできないことが多い 

計算量 

•設計問題は多数の設計変数と目的関数を含む 

•代数的解法の計算量は，設計変数や目的関数の数に対して急増する 

ブラックボックス関数の存在 

•シミュレーションを含む問題では，目的関数や制約関数が代数方程式で与えられない 

 

そこでTDAの出番だ！ 

 TDAなら，進化計算などで求めた近似解集合から滑層分割を推定可能！ 

それに向けた第1ステップを進化計算シンポジウム2015で発表 [濱田 2015] 
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2015年：EMOで初のTDAの応用 

進化計算シンポジウム [濱田 2015] 

 単純な問題の解構造の証明 

 ブラックボックス問題の単純性の推定法の提案 

 ベンチマーク問題ZDT,DTLZ,WFGの単純性の解析 
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TDA 
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[濱田 2015] のポスターよりTDA部分抜粋 
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1. パレート解集合が単体と同相 

2. パレートフロントも単体と同相 

3. 単体の面に相当する滑層が容易に特定できる 

 

 

 

 

 

 

4. 数式を使わずに定義できる 

本題に戻って・・・ 

三角形分割の基本部品となる問題の要件 
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𝒇 = ? 
(シミュレーション等) 

𝒇 𝒙  𝒙 

変数空間 重み空間 目的空間 
w1 

w3 

w2 

x1 

x3 

x2 

y1 

y3 

y2 

 321 f,f,fX   321 f,f,fY 

スカラー化関数 
の最適化 解の評価 

[JAXA 2007] 

[e1, e2, e3] 
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𝒇 = ? 
(シミュレーション等) 

𝒇 𝒙  𝒙 

変数空間 重み空間 目的空間 
w1 

w3 

w2 

x1 

x3 

x2 

y1 

y3 

y2 

 32 f,fX 

 31 f,fX 

 21 f,fX 
 32 f,fY 

 31 f,fY 

 21 f,fY 

[e1, e3] 

[e2, e3] 

[e1, e2] 

スカラー化関数 
の最適化 解の評価 

[JAXA 2007] 
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本題に戻って・・・ 

三角形分割の基本部品となる問題の要件 

1. パレート解集合が単体と同相 

2. パレートフロントも単体と同相 

3. 単体の面に相当する滑層が容易に特定できる 

 

 

 

 

 

 

4. 数式を使わずに定義できる 
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𝒇 = ? 
(シミュレーション等) 

𝒇 𝒙  𝒙 

変数空間 重み空間 目的空間 
w1 

w3 

w2 

x1 

x3 

x2 

y1 

y3 

y2 

 2fX 

 1fX 

 3fX 
 1fY 

 3fY 

 2fY 

[e2]＝（0,1,0） 

[e1]=(1,0,0) 

[e3]=(0,0,1) 

スカラー化関数 
の最適化 解の評価 

[JAXA 2007] 
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これらの要件を満たす問題…単純な問題 [濱田 2015] 
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←要件1 

要件3 
←要件2 

要件4 

単純な問題の解の滑層分割は，部分問題を解けば得られる 
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単純な問題の解はAWAで網羅できる [濱田 2012]（※） 

単純な問題MED(40変数3目的)における評価値の分布 

AWA(適応なし) AWA(変数空間) MOEA/D WSDM PDM 

目
的
空
間 

変
数
空
間 

AWA(適応なし) AWA(目的空間) MOEA/D WSDM PDM 

単純な問題MED(40変数3目的)における近似解の分布 

AWAの近似解（評価値）はパレート解集合（フロント）全体に分布 
（※）拡張Chebyshevスカラー化関数の大域最適解を求める必要がある．これは必ずしも可能とは限らない 
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しかも，少数の点で全体を被覆できる [濱田 2013] 

単純な問題MED(3目的)における重み・解・評価値の分布 

AWA(適応なし) 

AWA(変数空間) 

AWA(目的空間) 

重み空間         変数空間         目的空間 

わずか15点で3目的の解全体の概形をとらえている 
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1. 細分 
 アドレスを追加 

 追加されたアドレスにガイド点ペアを設定 

 ガイド点の重心に重みと解を初期化 

2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.1  重みを用いてスカラー化関数を生成 

2.2  解を初期点としてスカラー化関数を最適化 

2.3  解の移動距離が小さければ終了 

2.4  重みの適応 

2.5  ステップ2.1に戻る 

3. 終了判定 
 反復数の上限に達したら終了 

 さもなければステップ1に戻る 

 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

重み空間 変数空間 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 
 アドレスを追加 





2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

0,1,0 0,0,1

1,0,0

重み空間 変数空間 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 


 追加されたアドレスにガイド点ペアを設定 



2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

0,1,0 0,0,1

1,0,0

重み空間 変数空間 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 

１反復目は古いアドレスがない 
➡ ガイド点の候補がないため，設定しない 

36 



  

  

1. 細分 




 ガイド点の重心に重みと解を初期化 

2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

0,1,0 0,0,1

1,0,0

重み空間 変数空間 

初期化 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 

１反復目はガイド点ペアがない 
➡ 重みは単体の頂点に，解はランダムに初期化 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.1  重みを用いてスカラー化関数を生成 

2.2  解を初期点としてスカラー化関数を最適化 

2.3  解の移動距離が小さければ終了 

2.5  ステップ2.1に戻る 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

0,1,0 0,0,1

1,0,0

重み空間 変数空間 

スカラー化関数の最適化 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 

１反復目はガイド点ペアがない 
➡ 重みの適応はスキップ 
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1.






2.


3. 終了判定 
 反復数の上限に達したら終了 

 さもなければステップ1に戻る 

 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 

  

0,
1

2
,
1

2

  

アドレス空間 

0,1,0 0,0,1

1,0,0

重み空間 変数空間 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 

39 



  

  

1. 細分 
 アドレスを追加 





2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 


 追加されたアドレスにガイド点ペアを設定 



2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 




 ガイド点の重心に重みと解を初期化 

2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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初期化 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.1  重みを用いてスカラー化関数を生成 

2.2  解を初期点としてスカラー化関数を最適化 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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スカラー化関数の最適化 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.4  重みの適応 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.4  重みの適応 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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r  :  1 - r 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.4  重みの適応 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.4  重みの適応 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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重みの適応 

r  :  1 - r 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.1  重みを用いてスカラー化関数を生成 

2.2  解を初期点としてスカラー化関数を最適化 

2.3  解の移動距離が小さければ終了 

2.5  ステップ2.1に戻る 

3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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スカラー化関数の最適化 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2.


3. 終了判定 
 反復数の上限に達したら終了 

 さもなければステップ1に戻る 

 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 
 アドレスを追加 





2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 


 追加されたアドレスにガイド点ペアを設定 



2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1. 細分 




 ガイド点の重心に重みと解を初期化 

2.


3.




 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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1.






2. 再配置 
 ステップ1で追加した各アドレスについて， 

2.1  重みを用いてスカラー化関数を生成 

2.2  解を初期点としてスカラー化関数を最適化 

2.3  解の移動距離が小さければ終了 

2.4  重みの適応 

2.5  ステップ2.1に戻る 

3. 終了判定 
 反復数の上限に達したら終了 

 さもなければステップ1に戻る 

 

 
※図は変数空間での被覆度を向上させる例 

設定により目的空間での被覆度向上も可能 
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スカラー化関数の最適化 

重みの適応 
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Adaptive Weighted Aggregationとは 
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単純でない問題は単純な問題の張り合わせ [濱田 2013] 

WO-AWA(変数空間) 

重み空間 重み空間 

重み空間 重み空間 重み空間 

重み空間 

変数空間 

非単純な問題Gapped-MED(3目的)の近似解とそれに対応する重み 

AWA(変数空間) AWA(適応なし) 

変数空間 変数空間 

WO-AWA(目的空間) AWA(目的空間) AWA(適応なし) 

非単純な問題Gapped-MED(3目的)の評価値とそれに対応する重み 

目的空間 目的空間 目的空間 
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発表の流れ 

1.







 

2. 背景２：問題の単純性の推定 

実問題が単純かどうか知るには推定が必要 

推定には位相的データ解析を使う 

解析に使うRips複体の直径をどう決めるかが課題 

 

3.
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問題が単純かどうか，どうすればわかる？ 

 

 

 

 

問題の性質が与えられれば，判定可能なこともある 

典型的な凸計画問題 ＋ ある程度の正則条件 ⇒ 単純 など 

 

しかしブラックボックスな状況では，問題の性質は不明 

Copyright 2016 FUJITSU LABORATORIES LTD. 

𝒇 = ? 
(シミュレーション等) 

𝒇 𝒙  𝒙 

ブラックボックス問題の単純性は近似解集合から推定する 

56 



  

推定手順 [濱田 2015] 
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1. 部分問題 𝒈 の近似解集合 𝑿 𝒈  を
求める 
 

2. 求めた 𝑿 𝒈  から 𝒈-劣解を取り除く 
 
 
※一般には，すべての部分問題に対して
個別に近似解集合を求める必要がある 
 
※写像 𝒈|𝑿∗ 𝒈  が単射と仮定できる場合に

は，原問題に対して求めた近似解集合
𝑿 𝒇  から 𝒈-劣解を取り除けば 𝑿 𝒈  が得
られる 
 
※一般的に，近似解集合の濃度が高い
ほど，単純性の推定精度は高まる傾向が
ある 

近似解集合 位相的データ解析 問題の単純性の判定 

1. 近似解集合 𝑿 𝒈  から複体 𝑲 𝒈  を
構築する 
 

2. 複体 𝑲 𝒈  の（パーシステント）ホモ
ロジーを計算する 
 

3. 各単体 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒌 ∈ 𝑲 𝒈  に対して
凸包 𝒈 𝒙𝟏 , … , 𝒈 𝒙𝒌  を考え，そ
れらの内部が交差するかどうかを計算
する 

 
 
※複体の計算が難しい場合には，AWA 
[濱田 2012]やSiCon [Lovison 2013], 
mPS [Lovison 2015]といった数値解法
が出力する複体を用いる 
 

◆ある 𝒊 について 𝑯𝒊 𝑲 𝒈 ≈ 𝑯𝒊 𝜟𝒌−𝟏  

 
 
 
 
◆内部が交わる凸包のペアが存在 
 
 
 
 
 
◆上記どちらの条件も満たさない 
 
 
 

(S1)不成立 

(S2)不成立 

単純である可能性が高い 

非単純性の検出を試み，検出されなければ単純とみなす 
（cf. 健康診断：不健康な証拠を探し，見つからなければ健康とみなす） 
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位相的データ解析(TDA; Topological Data Analysis) 

データの“繋がり方”を解析する技術 

 Topology（位相幾何）という数学を使って解析する 

連続変形で不変な量＝位相不変量を使ってデータを要約する 

位相的データ解析とは？ 
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連結成分が2個 

連結成分が2個 

ループが2個 

空洞が０個 

： 

ク
ラ
ス
タ
リ
ン
グ

 
T
D

A
 

TDAは高次元の穴の個数まで検出できる 
（クラスタ＝連結成分は0次元の穴に相当する） 

位相不変量 
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従来の統計的データ解析との違い 
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𝜇, Σ  

統計的データ解析 位相的データ解析 

点群 

統計量 

分布 

位相 
不変量 

複体 

点群 

※TDAは統計的アプローチを置き換えるものではありません． 
  実際のデータ解析では，両方を組み合わせて使います． 

[Ghrist 2008] 
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(S1)不成立の検出方法 
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𝑲 𝒈 の例 𝜟𝒌−𝟏 

 

位
相
空
間 

 
 
 
 

𝑯𝟎 ℤ ℤ 

𝑯𝟏 ℤ 𝟎 

𝑯𝟐 𝟎 𝟎 

≈ 

≃ 
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(S2)不成立の検出方法 
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𝝉 𝝈 
𝑿∗ 𝒈  

𝒈𝑿∗ 𝒈  
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Rips複体とホモロジー群 
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𝛿 = 1 

𝛿 = 3 

𝛿 = 2 𝛿 = 5 

𝛿 = 4 

𝛿 = 6 

𝜹 𝟏 𝟐 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔 

𝐻0 ℤ6 ℤ ℤ ℤ ℤ ℤ 

𝐻1 ℤ2 ℤ3 ℤ3 ℤ 0 0 

[Ghrist 2008] 

𝛿 

推定に適切な 
直径 𝜹 は 
どうすれば 
わかる？ 
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発表の流れ 

1.







 

2.







3. 本研究の貢献 

パーシステント図を用いたRips複体の直径決定法の提案 

検証実験 

考察 
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提案：パーシステント図を用いた直径の決定 
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従来:散布図による方法 提案:パーシステント図による方法 

1~2次元でしか使えない N次元でも使える 

0.9 

1
.3

 サイクルの信頼区間 
（ここに入るサイクルは 
 ノイズとみなせる） 
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パーシステント図の信頼区間 [Fasy 2014] 
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𝑾∞: ボトルネック距離 𝑯: ハウスドルフ距離 

≥ 

for 𝑛 → ∞ 

2𝑐𝑏 

2𝑐𝑏 
実際には 𝕄 は未知なので、 
𝑆𝑛 のブートストラップにより 
𝑐𝑏  を推定する 
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検証実験 

 

 

ベンチマーク問題：40変数6目的MED [濱田 2012] 

単純性は証明済み [濱田 2015] 

 

近似解集合：AWA(変数空間) 

 1287点(内点が得られる4反復で停止) 

 

単純性の推定 

原問題の(S1)(S2)不成立を検出 

•(S1) 0~2次ホモロジー群を確認 

•(S2) 5次元開単体の交差を確認 

➡これらで非単純性が検出されなければOKとする 

※理想的には全部分問題で全次元を確認すべきだが，計算量の都合で省略 
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MED(m目的) 

変数空間 

パレート解集合 

パレートフロント 

      

  .
m

i
p,f

,f,,f

i

p

ii

m
R

i




























1
1

1
2exp

2

1

:minimize 140

exx

xxxf
x



目的空間 

提案手法で決めた直径で，単純性が正しく推定できるか？ 
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実験結果 
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➡(S1)不成立は検出されず 
（同様に(S2)も確認） 
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考察１：パーシステント図の計算量 
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Rips複体の高次ホモロジー群は計算困難 

パレート解集合は5次元 ➡ 5次ホモロジー群まで計算するのが理想だが… 

メモリ 単体の数 計算時間 

2次以上のホモロジー群はメモリ不足により 
ノイズ的サイクルがすべて消滅する時刻まで 

パーシステント図を計算できなかった 

Xeon 3.5GHz, 64bit, 16GB RAM 
シングルスレッドで計測 
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考察２：単純でない問題の非単純性の検出 
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(S1)不成立はパーシステント図で検出できる 

22変数3目的DTLZ7に対して 
MOEA/Dにより300点の近似解集合を求めた 

1次までのパーシステントホモロジー群を計算 
➡ 本質的な0次サイクルを4つ検出 
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単純であると推定された場合 

パレート解集合/フロントは『歪んだ単体』 

滑層 ＝ 部分問題のパレート解集合/フロント 

各滑層には一部の目的を重視した解が連なっている 

単純でないと推定された場合 

 (S1)不成立 ➡ パレート解集合に穴が空いている 

•穴を形成する単体はホモロジー群の生成元から特定できる 

 (S2)不成立 ➡ 2つの可能性がある： 

1. パレート解集合に(目的数-1)次元ではない領域がある 

2. パレート解集合に同じ評価値をとる領域がある 

•これらの変則的な領域は交差した単体から特定できる 

該当する単体については慎重な検討が必要 

それ以外の単体は単純な問題と同じ要領で理解できる 

考察３：推定結果から何がわかるか？ 
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※近似解集合はパレート解集合を十分被覆していると仮定する． 
  これは別途，Hypervolumeなどを計測して確認が必要． 

𝑓1 

𝑓2 
概算HV 

近似解HV 

真のHV 

あまりにも乖離が大きい場合， 
被覆できていない可能性がある． 
（概算HVはideal/nadirから計算可能） 

ideal 

nadir 
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おわりに 

まとめ 

多目的最適化問題の単純性の推定において，パーシステント図を用いてRips複

体の直径を決定する方法を提案 

この直径を用いたとき，正しい推定結果が得られることを数値実験により確認 

 

今後の課題 

高次元でのスケーラブルな複体構築とパーシステントホモロジー計算 

本質的サイクルとノイズ的サイクルが混在するケースへの対処 

信頼区間の擬陽性，偽陰性の定量的評価 

パーシステント図から直径を決定するプロセスの自動化 
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