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１　定常問題

　高レイノルズ数のナビエ・ストークス方程式の定常解なるものがつねに存在する

かどうかは大変に難しい問題である。計算流体力学では工学的立場から，何らかの

仮定のもとに定常解があって近似的に現象を記述できると考える。とくに乱流現象

については，時間平均をとった方程式に現れるレイノルズ応力の項を平均場の物理

量でモデル化し，定常解を求めることが多い。ここでは乱流モデルの問題には触れ

ずに，いわゆるレイノルズ平均をとったナビエ・ストークス方程式を適当なモデル

を用いて解くということにしよう。そして流れ場は近似的に定常であるとする。

　２次元問題を例にとって，計算面（ξ,η）を格子点（j, k），j ＝１，jmax，k ＝

１，kmaxで分割する差分法を考えよう。解くべき方程式は一般座標を用いて，

Fξ + Gη = 0 （１）

と書ける。ここでＦ，Ｇはそれぞれの方向の対流項と粘性項を含むものとする。各

格子点上の従属変数の値をQj,kと置く。境界（j, １），（j,  kmax），j ＝２，jmax

－１及び（１, k），（jmax, k），k ＝２，kmax  －１上で適当な境界条件を与え

られているとしよう。このとき求めるべき従属変数の値は，（j, k），j ＝２，jmax

－１，k ＝２，kmax  －１の範囲となる。これをまとめて解ベクトルｘとおこう。

すなわち，
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ここでＦ，Ｇに差分化を施せば，差分方程式は各格子点上の従属変数同士の関係式

として表される。関係式はｘの非線形関数なので，何らかの線形化を施せば結果と

して，

Ax = b （３）

と書ける。ｂは境界条件から得られる。ｘ，ｂ がｎ項列ベクトルのとき，A = ai, j( )
はｎ次の正方行列である。

　行列Ａが定数行列であれば，上の式を線形の連立１次方程式とみなして解くこと

により，解ｘを求めることができる。実際には行列Ａ，ベクトルｂはともに非線形

性からｘの関数である。しかし，反復的に前段階のｘを用いてＡを計算すれば，そ

のステップ内で定数行列とみなすことができる。逆にいえば，非線形性を考慮しつ

つ上の方程式を解くには，反復的に解く必要がある。

２　反復解法

　さて，行列Ａを定数行列とみなしたときに，連立１次方程式（３）が解けるため

のＡの条件を調べてみよう。行列Ａの逆行列が存在するとき，行列Ａは正則である

という。そこで，行列Ａが正則となるための条件を調べればよい。１次元モデル方

程式として，
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を考える。ここで，ｃ，ν＞０である。２次精度中心差分を用いると，

c
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であるから，境界条件を無視すると，
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となる。従って１次元では，２次精度中心差分を用いるときＡは３重対角行列 とな

る。ここで，

c∆x

2ν
≤ 1 （７）

ならば，

ai,i ≥ ai , j
j =1
j ≠i

n

∑ （８）
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である。このような行列A = ai, j( )を優対角行列 と呼ぶ。このときすべての1 ≤ i ≤ nに



対し狭義の不等式が成り立つならば，行列Aを狭義優対角 と呼ぶ。

　次に既約行列を定義しよう。ｎ×ｎ行列Ａが，あるｎ×ｎ置換行列Ｐによって，
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ただし，A1,1はｒ×ｒ小行列，A2,2は（ｎ－ｒ）×（ｎ－ｒ）小行列，1 ≤ r < n，と表

せるならば，Ａは可約であるという。そのような置換行列が存在しないならば，Ａ

は既約であるという。Ａが可約のとき，行列方程式ＰＡＰ Ｔｘ ＝ ｂはｘとｂも同

様に分解して，

A1,1x1 + A1,2x2 = b1

      A2,2 x2 = b2

（１０）

と書ける。従って，まず第２の方程式を解き，得られた解ｘ２を用いて第１の方程式

を解くことができる。このようにして元の行列方程式をより低次の二つの行列方程

式に簡約化できることから可約という。一方，行列が既約であれば，行列のどの行

や列も非対角要素がすべて０になることはあり得ない。

　行列Ａが既約かつ優対角行列であるとき，（８）式で少なくとも一つのｉに対し

て狭義の不等式が成り立てば，Ａを既約優対角 という。既約優対角行列と狭義優対

角行列に対して次の定理が成り立つ1。

定理１ ｎ×ｎ行列Ａが，既約優対角または狭義優対角であれば正則である。さらに

Ａのすべての対角要素が正実数ならば，Ａの固有値λiは

Re λi > 0   (1 ≤ i ≤ n) （１１）

を満足する。
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　ここで（６）式を振り返ってみよう。境界条件として，ディリクレ型の境界条件

を考える。たとえば流入条件は，通常上流側で変数を指定するのでディリクレ型で

ある。すると，解くべき行列方程式Ａｘ ＝ ｂは次のように書ける。
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再び（７）式が成り立つとすると，（１２）式左辺の行列は，境界で狭義の優対角

となり，既約優対角であることがわかる。したがって，上の定理よりＡは正則であ

る。（７）式の左辺でc∆x νをセルペクレ数と呼び，格子間隔に対する対流と粘性の

比を表す。セルペクレ数が小さい，すなわち，粘性項が支配的となるような流れ場

では，行列Ａは正則となることがわかる。

　一方，対流項が支配的であるときは優対角行列になるとは限らない。すなわちモ

デル方程式（４）でν＝０のとき，中心差分を用いた（６）式では対角要素aii = 0で

ある。
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5

ここで対流項に１次精度の風上差分を用いるとaii > 0となり，ｃ＞０より下三角の優



対角行列となり正則である。
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一般に

c
∂u

∂x
≈ c j −1 / 2

+ u j − u j −1

∆x
− c j +1 / 2

− uj +1 − u j

∆x
（１５）

と近似するとき，ＴＶＤ条件より，c j ±1/2
± ≥ 0を得る。このとき，解くべき行列方程

式は，
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となり優対角行列である。ここでディリクレ型の境界条件をどこか１箇所で与えれ

ば，境界で狭義の優対角となり，既約優対角行列を得る。従って，ＴＶＤ差分法を

用いたときも正則行列を得ることができる。これに中心差分で評価した粘性項が加

わっても同様の議論が成り立つ。

　以上１変数のモデル方程式の離散式についてまとめると，中心差分を用いるとき

には，粘性が支配的な流れ場の場合のみ解くことができる。一方，１次の風上差分
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法やＴＶＤ差分法を対流項に用いると常に解ける。（ＣＦＤでは，対流項に中心差



分を用いるとき，数値粘性項と呼ばれる項を加えて，風上差分を形式的に真似て，

計算の安定化を図っていることを思い起こそう。）この議論は２次元，３次元の場

合にも同様に成り立つ。さらに解くべき行列Ａが正則であれば，１次元ならば直接

解法によって解けばよいし，２次元，３次元の場合には様々な反復解法を適用し効

率的に解を求めることができる。たとえば次のような定理がある1。

定理２ ｎ×ｎ行列Ａが既約優対角または狭義優対角であれば，行列方程式Ａｘ  ＝ 

ｂに対する点ヤコビ法と点ガウス・ザイデル法は，ともに任意の初期近似ベ

クトルに対して収束する。

　さて，オイラー方程式，ナビエ・ストークス方程式の場合には，密度，運動量，

エネルギーの連立方程式となるので，１変数のモデル方程式についての結論をその

まま当てはめることができない。そこで，１次の風上差分またはＴＶＤ差分法を用

いるものとして，対流項が支配的である流れ場を場合分けして考えてみよう。流れ

場が亜音速の場合には，（１６）式のc j ±1/2
± ≥ 0がブロック小行列となった既約優対

角行列となり正則である。また，超音速流ですべてが同じ側の片側差分となる場合

も，ブロック三角行列となり正則である。しかし遷音速流の場合には，超音速領域

での部分的な片側差分によって既約行列とはならないので，正則であるかどうかは

簡単には言えない。従って，対流項が支配的である流れに対しては，定常的な方程

式に対する反復解法を構成するのは困難である。

　時間発展による陰解法を用いるならば対角要素に１／Δｔが加わるので，たとえ

ばＴＶＤ差分法のもとで常に狭義優対角行列となり，正則であることがわかる。こ

のため，非粘性流れや高レイノルズ数流れを計算する場合，通常時間発展法を用い

る。例外として，超音速流で剥離のない場合は，時間項なしに効率的に解ける空間

進行法がよく用いられる。

３　時間発展による定常解

　ナビエ・ストークス方程式の数値計算には，反復解法が困難なため，定常解を求
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めるときも時間発展の方程式が用いられる。時間が十分進み，漸近的に定常状態に



達した解を定常解とみなす。上と同様に２次元問題を例にとると，解くべき方程式

は，

Qt + Fξ + Gη = 0 （１７）

となる。空間方向の差分化を施すと，前節と同様の記号を用いて，

dx
dt

= b − Ax （１８）

とかける。この方程式は，ｘに関する連立常微分方程式である。

　常微分方程式（１８）の安定性を調べるために境界条件を無視してｂ＝０とおこ

う。行列Ａの固有値を用いて，連立常微分方程式をｎ個の常微分方程式に分解する

と，結局次のようなスカラーのモデル方程式を解くことになる。

du

dt
= λu,   λ = λR + iλI （１９）

ここでλは一般に複素数であることに注意しよう。この方程式の解は

u t( ) = u 0( )eλt （２０）

である。解u t( )は， λR ≤ 0ならば，ｔ＞０で有界となるの

で，このときこの常微分方程式は安定であるという。これ

は， λR ,λ I( )の複素λ平面で虚数軸を含んだ左半平面に相当

する（図１）。（１４）式や（１６）式に定理１を適用す

ると行列Ａの固有値は正であるからdx dt = − Axの右辺の固有値は負となる。従って，

１次の風上差分やＴＶＤ差分法のもとで，（１８）式は安定な常微分方程式となる
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ことがわかる。
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Imλ
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　次に常微分方程式の数値解法の安定性を定義する。時間方向には，n＝１，nmax

で分割する。nステップにおける数値解ｕをｕｎと書こう。（１９）式をたとえばオ

イラー陽解法で

un+ 1 − un = λ∆tun （２１）

と離散化する。複素定数ζを用いて

un = u0ζ n （２２）

（ζのｎ乗）と書けるとき， ζ ≤ 1ならば数値解ｕは有界である。（２２）式から，

（２１）式の特性方程式は，

ζ −1 = λ∆t （２３）

となり，

ζ = 1+ λ∆t ≤ 1 （２４）

であれば，オイラー陽解法は安定である。このようにして，常微分方程式の数値計

算法の安定性は，特性方程式の根がζ ≤ 1を満たすようなλ∆tの範囲で与えられる。

これを安定領域と呼ぶ。

　さて，代表的な解法について安定領域を調べてみよう。オイラー陽解法が安定と

なるλ∆tの範囲は，（２４）式から，λが実数ならば，

−2 ≤ λ∆t ≤ 0 （２５）

λが複素数ならば，
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ζ =1 + λR∆t + iλ I ∆t （２６）



より，複素λ∆t 平面で ζ
2

= 1となる（-１，０）を中心とした

半径１の円内で与えられる（図２）。

　オイラー陰解法では，

un+ 1 − un = λ∆tun +1 （２７）

より

ζ −1 = λ∆tζ （２８）

従って

ζ =
1

1 − λ∆t
（２９）

これは，複素λ∆t 平面で ζ
2

= 1となる（１，０）を中心とした

半径１の円を除く全平面である（図３）。

　クランク・ニコルソン法では，

un+ 1 − un = λ∆t
un +1 + un

2
（３０）

より

ζ −1 = λ∆t
ζ +1

2
（３１）

従って

ζ =
2 + λ∆t

2 − λ∆t
（３２）

これは，複素λ∆t 平面でRe λ∆t( ) ≤ 0 となる左半平面である

（図４）。ただし，（３２）式はクランク・ニコルソン法

の欠点も表している。すなわち， λ∆t →∞ となるとき
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ζ → −1となる。つまり，un ≈ −1( )n
u0であり，振動する解と
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なって，数値的振動がなかなか減衰しないことを示している。従って，実用計算で

は，クランク・ニコルソン法はあまり用いられない。

　常微分方程式が安定なとき，その数値解法も安定であることが望ましい。そこで，

常微分方程式の数値解法の安定領域が，複素λ∆t平面で（虚数軸込みの）左半平面を

含むとき，その解法はＡ安定であるという。一般に，

du

dt
= f (u) （３３）

という常微分方程式を

α j
j =0

k

∑ un + j = ∆t β j
j = 0

k

∑ f un + j( ) （３４）

ここで，αk ≠ 0，α0または β0 ≠ 0， α j∑ = 0， jα j∑ = β j∑ = 1と離散化するとき，

この方法を線形ｋ段法と呼ぶ。βk ≠ 0のとき陰解法となる。Ａ安定な線形多段法につ

いて，次の性質が証明されている2。

定理３ １　Ａ安定な線形多段法は，たかだか２次精度である。

２　Ａ安定な陽解法は，存在しない。

３　Ａ安定な線形多段法の中で，クランク・ニコルソン法が最小の打ち切り

　　誤差を与える。

　Ａ安定な解法は，常微分方程式（１８）を解くのに望ましい性質を持っているが，

必ず陰解法となる。一方，陽的に（１８）式を解くには，ルンゲ・クッタ法がよく

用いられる。また，予測子・修正子法でMacCormackの陽解法と呼ばれる方法もあ

るが，この方法は，Δｔの大きさに対する定常解の依存性が強いので，使う際には

十分な注意が必要である。
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　陽的な方法で定常解を効率よく求めるには，さらに収束加速法を組み合わせる必



要がある。定常解への加速には，多重格子法（multigrid）や局所時間刻み法

（spacially varying time stepping）と呼ばれる手法がよく用いられている。多重

格子法については後で解説する。局所時間刻み法についてここで簡単に触れよう。

時間精度を保つには，各格子点上で一様なΔｔを用いて全格子点上の値を同時に進

めなければならない。しかし時間発展の部分は無視し，定常解では時間ｔが無限大

で解がΔｔによらないとすると，全格子点上の値が一様に進行する必要はない。ま

た，たとえ非粘性流であっても，物体近傍では形状を正しく評価するためにある程

度細かい格子を用いるのが常であるから，一様なΔｔをとろうとするとかなり小さ

い値にしなければならない。そこで，各格子点上でそれぞれ安定条件を満たすよう

にできるだけ大きいΔｔをとれば，物体から離れた格子の粗い外部流の領域で解が

速く収束するので，全体としても解は速く収束する。この方法は，陰解法に用いて

も同様なメリットをもつので盛んに用いられている。

　上述のような加速方法を用いても陽解法である限り，高レイノルズ数流れを解こ

うとすると，実際のΔｔは，安定条件によって境界層内部の格子間隔の大きさ程度

に制限されかなり小さくなってしまう。そのため多重格子法を用いない限り，定常

解を得るためには非常に多くのタイムステップが必要となる。そこで，安定条件を

高めΔｔを大きくとって少ないタイムステップで定常解を得るために，Ａ安定な陰

解法がよく用いられている。

４　陰解法

　線形多段法のうち１段θ法を考えよう。 0 ≤ θ ≤ 1として，前節と同様に適当な線形

化のもとに

xn + 1 − xn

∆t
+ θAn +1xn +1 − 1 −θ( )Anxn[ ] = bn （３５）

と書ける。θが0のとき陽解法，θが１のときオイラー陰解法となる。ここで，境界

条件ｂについてはプログラムの簡単化，汎用化のために常に陽的に扱うことにしよ
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う。



　この差分方程式は，初期値ｘ０が与えられたときｘ１を求め，ｘｎが与えられたと

きｘｎ＋１を求めて時間方向に進んでいく式である。さらに式を変形すると，　

xn + 1 − xn

∆t
+θ An +1xn +1 − Anxn[ ] = bn − An xn （３６）

右辺は既知のｘｎに対する空間差分だけの項になるので，右辺で線形化をする必要が

ない。つまり，使用している空間差分を忠実にとればよい。右辺は定常状態で０と

なるべき量なので，これを残差と呼びＲで表そう。

xn + 1 − xn

∆t
+θ An +1xn +1 − Anxn[ ] = Rn （３７）

Ａｎ＋１はｘｎ＋１の関数なので，このままではｘｎ＋１を求めるのが大変である。そこで，

反復解法と同様に，1ステップ前のＡｎを用いることにしよう。

xn + 1 − xn

∆t
+θAn xn+1 − xn[ ] = Rn （３８）

ここで，線形化のために，各項の従属変数に対するヤコビアン行列を用いる。この

とき，粘性係数等は反復の段階内で定数とみなす。例えば対流項Ｆについて，

Fn+1 = Fn + ∂F

∂Q

 
 
 

 
 
 

n
∂Q

∂t

 
 
  

 
 

n

∆t + O ∆t2( )

       = Fn + ∂F

∂Q

 
 
 

 
 
 

n

Qn +1 − Qn( ) + O ∆t2( )
（３９）
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と書ける。従って，∂Ｆ／∂Ｑを係数として差分化を施せばよい。この線形化は対



流項の評価を中心差分で行うときにのみ，時間について２次精度を保つことに注意

しよう。様々な風上差分やＴＶＤ差分法を用いる場合，数値流束は元の対流項と異

なり，近傍の点における従属変数の複雑な関数となっている。このため，真のヤコ

ビアンでなく（３９）式の∂Ｆ／∂Ｑをそのまま用いる場合，風上差分やＴＶＤ差

分法に対しては，たかだか１次精度しかない。左辺をまとめると，

I
∆t

+ An 
  

 
  x

n +1 − xn[ ] = Rn （４０）

と書ける。ただし，陰解法では安定性を高めるためθ＝１がよく用いられるので，

θ＝１とおいた。

　ナビエ・ストークス方程式の陰解法は，上の式の左辺の陰解法行列［Ｉ／Δｔ＋

Ａｎ］をいかに反転するかということに焦点が絞られる。この行列は，反復解法の節

で考えた行列Ａの対角要素に１／Δｔを加えた形になっている。このため，粘性項

に対して常に狭義の対角優位となる。対流項に対しても，ＴＶＤ条件を満たすよう

な差分化のもとで狭義の対角優位となる。いずれにしても，正則行列を与える。

５　陰解法のための反復法

　ここでＭ行列を定義しよう。ｎ×ｎ行列Ａが正則で，すべての i ≠ j に対して

aij ≤ 0，A−1 ≥ 0（Ａ－１のすべての要素が非負）であれば，これをＭ行列と呼ぶ。今，

ＴＶＤ差分法を用い，時間項を含んだ形で陰解法行列が狭義優対角であるとしよう。

差分の形から，この行列A = aij( )はaii > 0，aij ≤ 0（ i ≠ j）である。このとき次の定

理を得る1。

定理４ ｎ×ｎ行列Ａが既約優対角または狭義優対角で，すべてのi ≠ jに対して

aij ≤ 0，すべての1 ≤ i ≤ nに対してaii > 0であれば，ＡはＭ行列である。
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すなわち（４０）式の左辺の陰解法行列はＭ行列である。



　さて，ｎ×ｎ行列Ａ，Ｍ，ＮでＡ＝Ｍ－Ｎ とする。Ｍが正則で，M−1 ≥ 0，N ≥ 0

であるとき，この分離を行列Ａの正則分離 と呼ぶ。この分離は，

Mxm +1 = Nxm + b （４１）

という反復法に対応する。たとえば行列ＡをＡ＝Ｄ－Ｅ－Ｆ のように対角行列，狭

義下３角及び狭義上３角行列に分解するとき，次のように選ぶと，（４１）式はヤ

コビ法に，

M = D

N = E + F

 
 
 

次のように選ぶとガウス・ザイデル法，

M = D − E

N = F

 
 
 

次のように選ぶとＳＯＲ法となる（0 < ω < 2）。

M =
1

ω
D − ωE( )

N =
1

ω
ωF + 1 − ω( )D[ ]

 

 
 

 
 

　このような分離による反復法に対して次の定理が成り立つ1。

定理５ Ａ＝Ｍ－Ｎを行列Ａの正則分離とする。もしもA−1 ≥ 0ならばＭ－１Ｎは収束

行列であり，（４１）式の反復法は任意の初期ベクトルｘ０に対して収束す

る。

すなわち，対流項にＴＶＤ差分法を適用するとＭ行列が得られ，その正則分離によ

る反復法は各時間ステップで必ず収束することが分かる。さらには，時間発展的に

計算を進めていくとき前ステップの値から反復の初期値として十分よいものを取る
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ことができるので，実際の反復回数も数回程度でよいと言われている。



　これまで計算流体力学で用いられてきた差分法は，必ずしも対流項に対して

ＴＶＤ条件を満たすような差分化をしていないが，ノイマンの線形の安定解析で安

定であれば，適当な数値拡散と適当なΔｔのもとで実際に行列を反転し，収束解を

得ることができる。実際，陰的部分に加えられた数値拡散項は，対流項の差分を一

次精度風上差分に近づける役割を果たしている。

　ところで，（４０）式はデルタ形式（delta-form,　∆xn = xn+1 − xn ）と呼ばれる

形に書かれていることに注意しよう。すなわち，定常方程式の差分化である右辺Ｒ

が０に収束すると，左辺の行列［Ｉ／Δｔ＋Ａｎ］の解き方にかかわらず［ｘｎ＋１－

ｘｎ］が０になるので，収束解の左辺に対する依存性が小さい。たとえば，ＴＶＤ法

を用いる場合でも，右辺のＲの計算には高次精度の差分を用いるが，左辺の行列に

は１次精度の風上差分を用いることが多い。行列反転は計算時間を必要とするので，

左辺はなるべく簡単な行列の方が好ましい。それゆえ高次の数値流束のヤコビアン

を取る代わりに，（３９）式の線形化を用いる。しかし，それでは時間方向にたか

だか１次精度しかないので，左辺の行列内で空間方向に高次の差分をとっても時間

精度は変わらずあまり利点がない。したがって，左辺の陰解法行列内では通常，空

間方向にも１次精度の差分を用いる。左辺の精度を落とすことにより，収束率が多

少悪くなるが，それよりも左辺の行列を簡単化することにより効率的に行列反転を

する方が全体の効率を上げると考えられる。またプログラム作成もはるかに楽であ

る。

　また，解の信頼性を損なわずに，左辺の行列に対して様々な近似解法を適用する

ことができる。そこでＣＦＤでは，（４０）式に対する反復法を構成するより，反

復を必要としない近似的な直接解法を適用する方法が主流である。中でも，ＡＦ法

（近似的因数分解法）は計算の効率化のために広く用いられている。なお，非対称

行列に拡張された共役勾配法系の手法は，強力ではあるが全格子点数の何倍もの作

業メモリーを必要とするので，ＣＦＤの実用計算ではあまり用いられない。

６　ＡＦ法（近似的因数分解法）

　陰解法の式（４０）にΔｔをかけて，次のように書こう。
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I + ∆tAn[ ] xn+1 − xn[ ] = ∆tRn （４２）

ここで，Ａを線形化と差分化の作用素と考えよう。さて，Ａがより単純な作用素の

和で書けたとする。

A = B + C （４3）

このとき，陰解法の式の左辺の行列［Ｉ＋ΔｔＡ］は次のように近似的に因数分解

できる。

I +∆ tA = I + ∆t B + C( ) = I +∆ tB[ ] I + ∆tC[ ] + O ∆t2( ) （４４）

すると，分解された行列［Ｉ＋ΔｔＢ］，［Ｉ＋ΔｔＣ］はもとの行列［Ｉ＋Δ

ｔＡ］に比べ単純な形になるであろう。この考え方を用いて行列の反転を効率化す

るのがＡＦ法である。例えば，Ｂ，Ｃをそれぞれξ，η方向のみの作用素としよう。

基本的に３点の中心差分を用いるとき２次元ならば，５点近似となるが，もとの行

列［Ｉ＋ΔｔＡ］は帯幅約２× jmaxのブロック対角行列となる。これに対し，分解

された行列［Ｉ＋ΔｔＢ］，［Ｉ＋ΔｔＣ］は添字 j とk の入れ換えによりそれぞ

れブロック３重対角行列となる。そこで，帯幅２×jmaxのブロック対角行列を解く

代わりにブロック３重対角行列を２回解けばよい。これが，ＡＤＩ因数分解法であ

る3。

　差分化による係数行列がいくら規則的な帯行列であるといっても，解ベクトルｘ

は格子点の総数分の要素数を持つため，そのままでは反転すべき行列はかなり大き

なものである。帯幅も１次元の格子点数分に広がることになる。一方，１次元の差

分化によって得られる係数行列は，対角優位のたかだか３重あるいは５重対角行列

となるので，直接法によって容易に解くことができる。そこで，陰解法にはＡＤＩ

法が大変有効である。特に上の例のようにＡＦ法（近似的因数分解法）と結びつけ

てもとの行列を各方向に分解し，結果として得られる各方向の係数行列をＬＵ分解
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法などの直接法により解くＡＤＩ因数分解法は，もとの行列を反転するのに比べは



るかに計算を簡略化できるので，現在の計算流体力学の最も代表的な手法となって

いる。以下では，ＡＤＩ因数分解法を単にＡＤＩ法と呼ぶ。

　次によく用いられているものがＬＵ因数分解法である4。ＡＤＩ法では各方向の３

重対角行列をＬＵ分解法などの代数的な方法で解くのが一般である。これに対し，

ＬＵ因数分解法では，中心差分（Ａ）を２つの片側差分（Ｂ＋Ｃ）で表し，ＡＦ法

を適用する。結果として得られた行列［Ｉ＋ΔｔＢ］，［Ｉ＋ΔｔＣ］は，それぞ

れ対角要素に対して片側だけに非零要素を持つ下三角行列と上三角行列になるので，

あらかじめ近似的にＬＵ分解をした形になっている。従って，一方的に掃き出し計

算を行なうだけでよい。

　ＬＵ因数分解法（以下ＬＵ法と書く）を適用するとき，分解された行列が狭義優

対角となって安定に計算が進むために，片側差分（Ｂ，Ｃ）は対流項について本質

的に風上差分でなければならない。すなわち，分解された行列が優対角となるため

には片側差分による対角要素の係数が常に正となればよいことから，風上差分の係

数の取り方と一致することが分かる。そこで，流束分離法と合わせて用いることが

できる。Steger-Warmingの流束分離5は簡単なのでよく用いられるが，この方法で

は固有値の符号が変わるところでは必ずしも風上差分とはならない。このため実際

に計算を進めると，単純なＬＵ分解ではもとの３重対角行列に比べ安定性が悪くなっ

てしまうことがある。実際の安定性を改善するために，近似的ＬＵ分解ではなく，

ＤＤＡＤＩ法6とも呼ばれる近似的ＬＤＵ分解を用いる手法が提唱されている7。もと

の行列［Ｉ＋ΔｔＡ］を下三角要素Ｌ，対角要素Ｄ，上三角要素Ｕの３つに分けよ

う。

I +∆ tA = L + D +U （４５）

このとき，近似的ＬＤＵ分解は，次のように書ける。

I +∆ tA = L + D[ ]D−1 D +U[ ] + O ∆t2( ) （４６）
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誤差の項はＤ −1 ＬＵであるが，ＬとＵのどちらもＯ（Δｔ）の項なのでその積Ｏ



（Δｔ２）は無視することができる。解くべき行列は下三角［Ｌ＋Ｄ］と上三角

［Ｉ＋Ｄ－１Ｕ］の２つの行列である。ＬＵ法に比べ計算量の増加は，対角要素の逆

数Ｄ－１の掛け算だけなのでほとんど無視できる。

　ＬＵ法やＬＤＵ法は，掃き出し計算を行なう際のメモリ－の節約に大変効果的で

ある。また３次元計算のとき，ＡＤＩ法では３つの３重対角行列を解かねばならな

いのに比べ，ＬＵ法ならば２つの三角行列を解けばよいので計算量も少なくて済む。

３次元ではある種のモデル方程式に対してＡＤＩ法は不安定なスキ－ムとなること

が知られているが，ＬＵ法ならば安定である。

　分解Ａ＝Ｂ＋Ｃの行い方によって，様々なＡＦスキ－ムが構成できる。ＡＤＩ法

はそのうちの最もポピュラ－なものの一つにすぎない。例えば，一般に対流項は丁

寧に取り扱う必要があるので，対流項と粘性項をＡＦ法によって分けて扱おうとす

る考え方もできる。また，ＬＵ法とＡＤＩ法を組み合わせて使おうという考え方も

ある。あるいは，ある方向はＬＵ法で，ある方向はＡＤＩ法というように部分的に

組み合わせることも可能である。一般的に言って，分解を施せば施すほど個々の行

列の反転は簡略化される。一方，分解による誤差や掃き出し計算の回数は増えるこ

とになる。

　こうしたＡＦ法の取り方は，どういうプログラムを作るかという方針にもよる。

それには，どのような計算機を使うのかということが重要である。たとえば，パイ

プライン方式のス－パ－コンピュ－タ上では，プログラムのベクトル化が大切であ

る。直接法による行列の反転（掃き出し計算）をそのままベクトル化するのは難し

い。このため陽解法がよいという意見もあるが，陰解法でも大行列をそのまま直接

法によって反転する訳ではないので，必ず何らかのベクトル化が可能である。

ＡＤＩ法を用いるときは，掃き出し計算をするのとは別の方向にベクトル化すれば

よい。ただ，そうするとベクトル化のために大きなメモリ－を必要とすることが欠

点である。ＬＵ法を用いるときは，メモリ－の点で有利である。しかし，ベクトル

化するためには添字の特別な付け換えによってデ－タを並べ換えなければならない。

この意味では，ＬＵ法とＡＤＩ法の両方の利点を取ったＬＵ－ＡＤＩ法8がベクトル

化に適した，パイプライン式ス－パ－コンピュ－タ向きのＡＦ法であるといえよう。

19

次節では，代表的なＡＤＩ法であるBeam-Warming法とその効率化ともいえる



ＬＵ－ＡＤＩ法についてふれてみよう。

7　Beam-Warming法とその効率化

　Stegerによって一般座標に拡張されたBeam-Warming法9はナビエ・ストークス

方程式に対する最も代表的な差分法であろう。Beam-Warming法では，空間差分は

すべて２次の中心差分をとり，陽に４階の陰に２階の定数係数の数値拡散項を加え

る。時間差分は，オイラー陰解法で，（３９）式のように各項のヤコビアンをとっ

て線形化する。さらに，ＡＤＩ法を適用して各方向に分解しブロック３重対角行列

を解く。差分法のアイデア自体は非常に単純であり，必ずしもBeamとWarmingの

独創的な方法であるとはいえないが，計算流体力学の歴史的発展に寄与した影響力

を考えれば，Beam-Warming法あるいはBeam-Warming-Steger法と呼ぶのにふ

さわしい。

　簡単のため，対流項のみの定式化を考えよう。実際，粘性項は特別な取り扱いを

必要としないし，高レイノルズ数流れでは陽的な部分のみ差分化し，陰計算におい

て省略されることもある。このとき，実質的な安定性もほとんど変わらない。２次

元のナビエ・ストークス方程式に対するBeam-Warming法は，

I + ∆tδξAn[ ] I + ∆tδηBn[ ]∆Qn = ∆tRn （４７）

と書ける。ここでΔＱ＝Ｑｎ＋１－Ｑｎ，Ａ＝∂Ｆ／∂Ｑ，Ｂ＝∂Ｇ／∂Ｑ，δはそれ

ぞれの方向の中心差分作用素である。このBeam-Warming法はＴＶＤ差分法より以

前に考えられた差分法であるため，線形の安定解析では無条件安定であるが，実際

には陰計算部分の２階の数値拡散項のようにかなり強い数値拡散を入れ，さらに適

当なΔｔを設定する必要がある。

　Beam-Warming法で最も手間がかかるところは，ブロック小行列の反転の部分で

ある。そこで，次に計算の効率化をはかるために対角化という手法が導入された10。

この方法は対流項のヤコビアンが対角化可能であることを利用している。すなわち，
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A = TξΛξTξ
−1 ,  B = TηΛηTη

−1 （４８）

ここで，Λは固有値からなる対角行列，Ｔは固有ベクトルからなる変換行列である。

これより例えばξ方向について，

I +∆ tδξAn = I + ∆tδξ TξΛξ Tξ
− 1( ) （４９）

変換行列ＴξをＯ（Δｔ）の誤差を無視して差分の外に出すと，Ｉ＝ＴξＴξ－１より，

I +∆ tδξAn = Tξ I + ∆tδξΛξ[ ]Tξ
− 1 + O ∆t( ) （５０）

従って変換行列をかけることを除くと，解くべき行列は４つのスカラ－の３重対角

行列となる。粘性項については，同じように対角化することはできないので，陰的

部分では省略する。なお，物理的な対称面を越えて（５０）式の対角化を行う場合，

対角化の誤差によって，計算上非対称性が生じることがあるので注意しよう。

　対角化によってもともとの線形化に比べ時間精度は落ちるが，デルタ形式の形で

書かれているので定常解には影響しない。一方，１ステップあたりの計算量は約半

分になる。対角化された計算方法では直接法による行列反転の手間が軽減されてい

るので，３重対角行列の代わりに５重対角行列を容易に解くことができる。５重対

角行列の反転を行なうならば，陰的部分にも２階の代わりに４階の数値拡散を入れ

ることができる。右辺の陽的部分と左辺の陰的部分がより一致することにより，２

倍から３倍早く収束解を得ることができる11。

　さて，（５０）式で中心差分に換えてSteger-Warmingタイプの流束分離による

風上差分を導入しよう。

I +∆ tδξAn = Tξ I + ∆t ∇ξ Λξ
+ + ∆ξ Λξ

−( )[ ]Tξ
−1 + O ∆t( ) （５１）
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ここでΔ，∇はそれぞれ後退，前進差分である。（ただし，F+ = TξΛξ
+ Tξ

− 1Qであるが，

∂F+ ∂Q ≠ Tξ Λξ
+Tξ

− 1であることに注意しよう。従ってSteger-Warmingの流束分離法

を厳密に陰的に拡張すると，きれいに対角化できず計算時間がかかる。）この

（５１）式の右辺の行列に前節の近似的ＬＤＵ因数分解法を適用すれば，改良され

たＬＵ-ＡＤＩ法を得る12。メモリ－の節約やベクトル化の容易さに加え，対角化に

よる計算の効率化もできるので，特に３次元大計算などに適した実用的な計算方法

である。なお，３次元のＡＤＩ法は３因子，ＬＵ-ＡＤＩ法は６因子となるが，収束

率はほぼ変わらない。近似的ＬＤＵ分解の誤差による悪影響はないものと考えられ

る。

８　ＬＵ－ＳＧＳ（Symmetric Guass-Seidel）法

　（４６）式で定義されるＬＤＵ法は，ＡＦ法の一種であるが同時に反復解法とも

読みとれることを示そう7。１次元の差分式を例に取り，次のように書く。

I + ∆t ∇ξ A+ + ∆ξ A−( )[ ]∆Q = R （５２ａ）

すなわち，

−hA+∆Qj −1 + I + hA+ − hA−( )∆Qj + hA−∆Qj +1 = R j （５２ｂ）

ここで， h = ∆t / ∆ξ とする。（５２）式に対し，２段階の対称ガウス・ザイデル

（Symmetric Guass-Seidel）法は，

Sweep 1:  − hA+∆Qj −1
n+1 / 2 + I + hA+ − hA−( )∆Qj

n +1/ 2 = Rj
n

Sweep 2: I + hA+ − hA−( )∆Qj
n+ 1 + hA−∆Qj + 1

n +1 = hA+∆Qj − 1
n +1/2 + Rj

n
（５３ａ）

と書ける。これを見やすくするため，次のように行列表記に直そう。
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Sweep 1:  L + D( )∆Qn +1/2 = Rn

Sweep 2:  D + U( )∆Qn+ 1 = − L∆Qn +1/2 + Rn
（５３ｂ）

ここで，Sweep 2からSweep 1を差し引くと，

D + U( )∆Qn +1 = D∆Qn +1/2

Sweep 1から，∆Qn+ 1/2を代入すると，

D + U( )∆Qn +1 = D L + D( )−1
Rn

従って，

L + D( )D− 1 D + U( )∆Qn +1 = Rn （５４）

となり，対称ガウス・ザイデル法は（４６）式のＬＤＵ因数分解と同じであること

がわかる。（５４）式は次の２ステップで解く。

Step 1: ∆Qn +1/ 2 = D−1 Rn − L∆Qn +1 / 2( )
Step 2 : ∆Qn +1 = ∆Qn+ 1/2 − D− 1U∆Qn +1

（５５）

　YoonとJamesonによって提唱された方法 7では，オイラー方程式に対して

（５２）式のＡ±を次のように粗く評価する。

A± =
1

2
A ±σρ A( )I[ ] （５６）

ここで， A = ∂F /∂Q， ρ A( )はＡのスペクトル半径（最大固有値）を表す。σは経験

上１．０１程度に取るとよい。１より大きい分は，２次の数値粘性あるいは残差平
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均に対応する。このときブロック対角要素Ｄは



I + hA+ − hA− = 1+ hσρ A( )[ ]I （５７）

となり，スカラーとなる。従って，（５５）式の掃き出し計算でＤ－１の計算はただ

の割り算となり，実質的に行列反転のない陰解法となる。この方法をＬＵ－ＳＧＳ

法と呼ぶ。

　時間進行法では，Δｔが重要なパラメ－タである。Δｔが大きいほど速く収束す

ることが期待される。実際，Δｔ→ ∞ のときには（４０）式で左辺の行列［Ｉ／Δ

ｔ＋Ａｎ］はＡｎになり定常方程式に対する反復解法に帰着するが，これはいわば

ニュートン法であって，適用可能ならば非常に高い収束率が期待できる。ただし遷

音速領域では，完全な定常方程式に対する反復解法には困難がある。また，ニュー

トン法自体収束半径が小さいので実用性には疑問が残る。普通のＡＦ法でΔｔを非

常に大きく取ると，定式化のときにＯ（Δｔ２）の項を無視したので，誤差項の方が

支配的となってしまうことになる（３次元ではＯ（Δｔ３）となる）。従って，陰解

法とはいえ，ＡＦ法で取りうるΔｔには制限がある。Δｔを非常に大きく取るため

には何らかの反復解法であることが望ましい。この意味で，ＬＵ－ＳＧＳ法は反復

解法の形をした直接法というユニークな方法である。実際，ＬＵ－ＳＧＳ法は無条

件安定であり，Δｔ→ ∞ として定式化し，実用計算に用いられている。ＡＤＩ法と

違って，Δｔをユーザが格子に応じて指定したり，最適なものを探したりしなくて

もよいのは大きな魅力である。

　ＬＵ－ＳＧＳ法を近似的ＬＤＵ分解とみなすとき，（４６）式はより丁寧に，

I +∆ tA = L + D[ ]D−1 D +U[ ] + O
∆t2

1 + ∆t

 
 
 

 
 
 （５８）

と書ける。Δｔ→ ∞ のときその誤差は，Ｏ（Δｔ）となる。従って，ＡＤＩ法のよ

うに誤差が支配的となることはないが，なくなるわけではなく，非対角要素と同程

度である。また，（５７）式のスカラーである性質を保つためには，リーマン解法

や粘性項のヤコビアンを厳密に入れることができない。これらのため，Δｔ→ ∞ と
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束率は，格子にもよるがＡＤＩ法と同程度か２，３倍早い程度である。

　ＬＵ－ＳＧＳ法の欠点としては，アスペクト比の非常に大きい格子上で，収束率

が多少悪くなることが知られている。それでも計算量そのものが他の陰解法より少

ないので，トータルとしては効率的である場合が多い。一方，プログラムを作成す

る場合，ベクトル化はハイパー面上で容易にできるが，パラレル化は難しい。

　また，（５６）式におけるスペクトル半径の使用は，非常に強い数値粘性の導入

を意味している。参考のため，１次元のＬＵ－ＡＤＩ法を考えると，

A± = TξΛξ
± Tξ

− 1,  Λ± =
1

2
Λ ± Λ( ) （５９）

と定義する。従って，対角要素は，

I + hA+ − hA− = I + h Λ （６０）

となり，各波の特性速度（固有値）に対応した数値粘性が入る。極超音速流れを除

き，波の特性速度ｕ，ｕ＋ｃ，ｕ－ｃの値は大きくばらつくので，最大固有値を用

いる場合，対応しない特性速度に対しては過度の数値粘性が入ることになる。従っ

て，ＬＵ－ＳＧＳ法とＬＵ－ＡＤＩ法はともに形式上１次精度ではあるものの，

ＬＵ－ＳＧＳ法を非定常計算にこのまま使うことはできない。さらに，（５９）式

では，たとえばすべての特性速度が正であるとき（超音速流れ），Λ+ = Λ，Λ− = 0

となり，片側上流差分を与えるが，（５６）式では，後流差分の影響を完全に打ち

消すことができない。（それ故に既約優対角性を残し，Δｔ→ ∞ とできるとも考え

られる。）ＬＵ－ＳＧＳ法には，（５６）式の取り方を工夫することにより，まだ

まだ改善する余地がある。なお，ＬＵ－ＡＤＩ法やＬＵ－ＳＧＳ法はＴＶＤ法など

と組み合わせるとき，陽解法のルンゲ・クッタ法よりも早い陰解法であることを指

摘しておく。
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９　多重格子法

　多重格子法は現在知られている最も強力な反復法の一つである。これまで述べて

きた様々な解法と組み合わせて，収束率を改善することができる。３節「時間発展

による定常解」の（１８）式， dx / dt = b − Ax ，に戻って考えてみよう。ここで

A = TΛT −1と対角化できたとすると，（１８）式の一般解は，次のように書ける。

x(t) = Ci
i =1

n

∑ e− λ itTi + A−1b （６１）

安定性より右辺第１項の−λ i ≤ 0  1 ≤ i ≤ n( )である。実際，行列Ａが正則であるとする

とλi > 0  1 ≤ i ≤ n( )とできる。すなわち，ｔ→ ∞ のとき右辺第１項は０となって，定

常解Ａ－１ｂを得る。そこで，Δｔを大きく取れば早く収束解が求まるのであった。

これは，指数の肩，λｉｔ，を大きくすることと同値である。従って，Δｔを変える

代わりに，λｉを変えてもよい。

　λｉは波の伝播の波数と同じ意味を持っている。λｉの大きい高周波の成分は早く

減衰し，λｉの小さい低周波のものはなかなか減衰しない。λｉは流れ場とともに格

子の関数である。従って，格子を粗くしてやれば，数値計算上それまで低周波だっ

たものが，高周波にとらえ直されることになる。こうして粗い格子を用いて，各周

波数成分を効率よく減衰させるのが多重格子法である。

　多重格子法のうち，２重格子法の手順は以下の様に行われる2。今，格子幅ｈの格

子上で，

Sh∆xh = Rh （６２）

という線形問題を解くこととしよう。格子ｈ上で，ある程度高周波成分の減衰した

残差Ｒが求まっているものとする(通常，前節までにあげたような解法を１，２回行

えばよい）。まず，残差Ｒｈを格子ｈより粗い格子Ｈ上に，制限作用素 Ih
Hを用いて

移す。
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RH = Ih
H Rh （６３ａ）

次に粗い格子上で問題を解く（厳密に解ければそれに越したことはないが，ＣＦＤ

では前節までにあげたような解法を２，３回行って厳密解に代用している）。

SH∆xH = RH （６３ｂ）

そして修正量ΔｘＨを補間作用素 IH
hにより格子ｈ上に移す。

∆xh = IH
h∆xH （６３ｃ）

最後に再び格子ｈ上で何らかの反復を１，２回行えば，２重格子法の１サイクルが

完結する。

　多重格子法は，この２重格子法を何段にも組み上げることによって得られる。そ

の組み上げ方により，ＶサイクルやＷサイクルと呼ばれる方法がある。また，作用

素の取り方にも注意が必要である。非線形問題には，解ｘｈを残差Ｒｈとともに２種

類の制限作用素を用いて粗い格子に移す，ＦＡＳ(Full Approximation Scheme)13が

用いられるが，詳細は文献14,15にゆずる。

１０　前処理法

　定常解を求めるときにその途中の解には興味はないので，収束を早めるために時

間項に何らかの行列を掛けることを前処理という。前処理付きの数値解法は共役勾

配法系の手法で一般的であるが，ＣＦＤでは少し異なった意味でよく用いられる。

　再び，３節の（１８）式から，

P−1 dx
dt

= b − Ax （６４）
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と書くとき，Ｐ－１が前処理行列である。この一般解は，行列表記で書くとき，



x(t) = Ce− tPA + PA( )−1
b （６５）

と書ける。ＰＡの固有値が正で，Ａの固有値より絶対値でより大きくなるように（あ

るいはＰＡの条件数が１に近くなるように）Ｐを選べば，収束を加速することがで

きる。このようにＰを選ぶ方法をグローバルな前処理法という。しかし，一般にＡ

の固有値を簡単に求めることはできないので，あらかじめＰを決定して定式化を進

めることができない。

　（６５）式でＰが単に対角要素のみであるとき，これは局所時間刻み法の一般化

であるとも考えられる。また，Ｐをブロック対角行列として，局所的に各特性速度

に対して異なるΔｔを適用するようにブロック小行列を選ぶと，特性時間刻み法16,17

を得る。すなわち，ローカルに（局所的に）元の偏微分方程式の性質を利用して前

処理法を構成することができる。

　そこで，３節（１７）式の偏微分方程式に戻り，

P−1Qt + Fξ + Gη = 0 （６６）

と置こう。この式を線形化して，Ｐを掛けると

Qt + PA( )Qξ + PB( )Qη = 0 （６７）

となる。つまり，以前のヤコビアンＡ（＝∂Ｆ／∂Ｑ）に代わり，ＰＡというシス

テムの性質を考えることになる。ここでＰは正則であり，正定符号であることが要

求される（実際，Ｐが正定符号でなくてもよいとき，Ｐ＝－Ｉとおくと時間が逆行

することになり不自然である）18。

　Ａの固有値は，ｕ，ｕ，ｕ＋ｃ，ｕ－ｃであり，流れ場によるものの一般に大き

く異なる。これはブロック小行列の条件数を悪くすることになり，全体の収束を悪

くすることになる。そこで，前処理によりＰＡの条件数がよくなると，全体の収束
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用いられる。

　ChoiとMerkleによって提案された方法19では，保存変数（ρ，ρｕ，ρｖ，ρ

ｗ，ｅ）をいったん（ρ，ｕ，ｖ，ｗ，Ｔ）に変換する。（３次元計算はまだ行わ

れていないので，将来の参考のため３次元一般座標で書く。）このときヤコビアン

行列Ａｖは次のような形となる。

　Av =

ˆ U T ξxρ ξ yρ ξzρ −ρ ˆ U T

ξx + u ˆ U T ξxρu + ρ ˆ U ξyρu ξzρu −ρu ˆ U T

ξy + v ˆ U T ξ xρv ξyρv + ρ ˆ U ξz ρv −ρv ˆ U T

ξz + w ˆ U T ξxρw ξyρw ξzρw + ρ ˆ U −ρw ˆ U T

−ξt + H ˆ U T ξ xρH + ρu ˆ U ξ yρH + ρv ˆ U ξ zρH + ρw ˆ U −ρφ ˆ U T

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

　（６８）

ここで， H = (e+ p)/ ρ ， ˆ U = ξt + ξxu + ξyv + ξ zw ，φ = (u2 + v2 + w2) 2 である。変換さ

れた方程式に対して，次の前処理を施す。

P−1 =

b 0 0 0 0

bu ρ 0 0 0

bv 0 ρ 0 0

bw 0 0 ρ 0

bH −1 ρu ρv ρw γρ (γ −1)

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

（６９）

ここで，b−1 = γTMr
2と置き，

Mr =
ε   if M < ε
M   if ε < M < 1

1   if M > 1

 
 
 

  
（７０）

さらにここで，ε = 10−5と置く。前処理を施されたヤコビアン， PAv，は，筆者が何

日かかけて行った計算によると，次の固有値を持つ。
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λ = ˆ U , ˆ U ,  ˆ U , ˆ U 
1+ Mr

2

2
± ∇ξ( )2

γTMr
2 +

ˆ U 

2

 

 
 

 

 
 

2

1 − Mr
2( )2

（７１）

この前処理法は，亜音速領域で収束を加速することを目的としているので，マッハ

数が小さいとき，第４，第５固有値が縮尺されて，全体の固有値が密集するように

変形されていることがわかる。また，Mr = 1で前処理なしの固有値に帰着する。

　このように前処理の仕方によっては，圧縮性コードで，非圧縮流れを効率的に解

くことが可能である。また，非圧縮方程式を解く際の疑似圧縮性も前処理の１種と

して定式化し直すこともできる18。

　前処理法を使うときには，リーマン解法や特性境界条件は前処理付きのシステム

ＰＡに対して適用する必要がある。また，様々な変数変換と組み合わせて適用する

ことも多いので，たとえ中心差分法を用いていても，数値粘性項は変数変換に応じ

て書き換えなければならない。また，非圧縮領域では，圧力変数を丸め誤差をさけ

る様に変換することが勧められている。これらの条件を満たそうとすると，前処理

法を付け加えることは，ほぼ新しいコードを作ることに等しい。それだけの労力を

かけるなら，前処理をうまく工夫して，１つのコードで非圧縮から超音速まですべ

て効率よく解けるようにしたい。上の（６８）式から（７１）式の例では，遷音速

ではあまり効率を改善していないし，超音速では何の改善もしない。この分野のよ

り一層の研究を望みたい。
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